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CALCUL  INTEGRAL. 


VINGT  ET  UNIEME  LECON. 

ixt6ghai.es  dEfiniks. 


Supposons  quo,  la  fonclion  y — f(x ) etant  continue  par  rapport  a 
la  variable  x entre  deux  limites  finies  x xn,  x — X,  on  designe 
par  a;,,  xt,  . . de  nouvelles  valours  de  x interposees  entre  ces 
limites,  et  qui  aillent  toujours  en  croissant  ou  en  decroissant  depuis 
la  premiere  limite  jusqu’a  la  seconde.  On  pourra  se  servir  de  ces 
valours  pour  diviser  la  difference  X — xa  en  elements 

0)  x\  x0i  X,,  .fj — xt,  . \.  — d?„_, 

qui  seront  tous  de  meme  signe.  Cela  pose,  coneevons  que  1’on  mul- 
tiplie  chaquc  element  par  la  valeur  de  f(x)  correspondante  a IV/- 
gine  de  ce  memo  element,  savoir  I’element  x{  - xa  par  f(x),  (’ele- 
ment - xt  par  /(as,),  ....  enfin  l’element  X - par/far,,. ,); 
et  so  it 

(i)  S = (J7,  — -r0)/(x0)+.(x1-x,)/(xl)  +...  + (X  — X, ,_,)/(  x„..,) 

la  somme  des  produits  ainsi  obtenus.  La  quantile  S dependra  evidem- 
ment  : i"  du  nombre  n des  elements  dans  lesquels  on  aura  divise  la 
difference.  X — x0 ; 2®  des  valeurs  memes  de  ces  elements  et,  par  con- 
sequent, du  mode  de  division  adopte.  Or  il  importe  de  remarquer 
que,  si  les  valeurs  numeriques  des  elements  deviennent  trfes  petites 
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et  le  nombre  n tres  considerable,  le  mode  de  division  n’aura  plus  sur 
la  valeur  de  S qu’une  influence  insensible.  C’est,  effectivcment,  ce 
que  I’on  peut  demontrer  eomme  il  suit. 

Si  Ton  supposait  tous  les  elements  de  la  difference  X — xa  reduits 
a un  seul  qui  serait  cette  difference  elle-meme,  on  aurait  simplemenl 

(3)  s=fx -*,)/(*,). 

Lorsque,  au  contraire,  on  prend  les  expressions  (i)  pour  elements 
de  la  difference  X — xa,  la  valeur  de  S,  determinee  dans  ce  cas  par 
I’equation  (2),  estegalea  lasomme  des  elements  multipliee  par  une 
moyenne  entre  les  coefficients 

f(*o)r  f(Xt),  ...»  f(x„- ,) 

[voir,  dans  les  prelim inai res  du  Cows  d’ Analyse,  le  corollaire  du  theo- 
rem6 III  (')].  D’ailleurs,  ces  coefficients  6tant  des  valeurs  particulieres 
de  Pexprcssion 

/Oo  -t-  $(  X.  — a',)j 

qui  correspondents  des  valeurs  de  0 comprises  entre  zero  et  I’unite, 
on  prouvera,  par  des  raisonnements  semblables  a ceux  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  la  septibme  Le?on,  que  la  moyenne  dont  il 
s’agit  est  une  autre  valeur  de  la  memo  expression , correspondante 
a une  valeur  de  0 comprise  entre  les  memes  iimites.  On  pourra  done 
a I’equation  (2)  substituer  la  suivante 

(4)  8 = (X-*,)/[*,  + 6(X-^)], 

dans  laquelle  d sera  un  nombre  inferieur  b I’unite. 

Pour  passer  du  mode  de  division  que  nous  venons  de  considerer  ii 
un  autre  dans  lequei  les  valeurs  numeriques  des  elements  de  X — xn 
soient  encore  plus  petites,  il  suffira  de  partager  chacune  des  expres- 
sions (1)  en  de  nouveaux  elements.  Alors  on  devra  remplaeer,  dans 
le  second  membre  dc  1’equation  (2),  le  produit  (x,  — x„)f(x„)  par 

( 1 ) OEuvrcs  dc  Cauchy,  S.  II,  T.  Ill,  p.  28. 
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une  somme  de  produits  semblables,  a laquelje  on  pourra  substituer 
une  expression  de  la  forme 

( •*!  •*(>)  /[«0  +■  9o(j?l ^Po)]. 

09  etant  un  nombre  inferieur  a I’unite,  attenduqu’il  y aura  entre  cette 
somme  et  le  produit  ( x , — x0)/(x0)  une  relation  parcille  a celle  qui 
cxiste  entre  Ics  valours  de  S fournies  par  les  equations  (4)  et  (3). 
Par  la  meme  raison,  on  devra  substituer  au  produit  (xt  — xt)f(x{) 
une  somme  de  tcrmes  qui  pourra  etre  presentee  sous  la  forme 

( •*!  — ) /[  *1  4-  0,  ( Xi  - X,  )] , 

0,  designant  encore  un  nombre  inferieur  a I’unite.  En  continuant  de 
la  sortc,  on  finira  par  conclure  que,  dans  le  nouveau  mode  de  divi- 
sion, la  valeur  de  S sera  de  la  forme 

/ S = (*,-xo)/[.ra-h0o  (*,-*„)] 

*5)  j +(■**■ — *i )/|>i  -I-  *•,)] 

( + (X.  ^P/i-i  1 4-  0„_,  ( \ • — - )]. 

Si  1 on  fait  dans  cette  derniere  equation 

/[-*•«+-  90(x,  — j-„)]  — /(x„)  ± 

/[*!  + Alt*,-*,  )]==/(  *,)*£,, 


/[ + 0,,—, (X  )]  =/(*>„_, ) =fc e„_„ 

on  en  tirera 


(G)  |s~('z,i  ^»)  [/(-^)  ±e4]-Krt— 

( 4-(.X  — J7„_t)[/(X,_,)±£„_,], 

puis,  en  developpant  les  produits, 

(;)  | (^i  — *o)/(^.)4-(**— *,)/(#,)+..  .+  (X  — 

■ — so (•*- 1 — •i-,,)  ±:  et(a;,  — x, ) ±. . .±  *„_,(X  — 


Ajoutons  que,  si  les  elements  x,  — x0. 


Xi  — x,,  . . . , X — xa_,  ont 
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ties  valeurs  numeriques  tr&s  petites,  chacune  dcs  quantites  ±e„, 

±£,,  . . =L  s„_,  differera  tres  peu  de  zero,  et  par  suite  il  en  sera 
de  meme  de  la  somme 

— £0(^1  — a^0)  ± g,  (xt  — Jf|)  ±.  . .±  £<1_,(X  — &,,-i  ), 

qui  est  dquivalente  au  produit  de  X — x0  par  une  moyenne  entre  ces 
diverses  quantites.  Cela  pose,  il  resulte  des  equations  (2)  et  (7)  com- 
parees  entre  elles  qu  on  n alterera  pas  sensiblcment  la  valeur  de  S 
caleulee  pour  un  mode  de  division  dans  lequel  les  elements  de  la  dif- 
ference X — xa  ont  des  valeurs  numeriques  tres  petites,  si  1’on  passe 
a un  second  mode  dans  lequel  chacun  de  ces  elements  se  trouve  sub- 
divise en  plusieurs  autrcs. 

Coneevons  a present  que  I'on  consid&re  a la  fois  deux  modes  de 
division  de  la  difference  X — x„,  dans  chacun  desqucls  les  elements 
de  cette  difference  aient  de  tres  petites  valeurs  numeriques.  On 
pourra  comparer  ces  deux  inodes  a un  troisieme  tellement  choisi 
que  chaque  element,  soit  du  premier,  soit  du  second  mode  se  trouve 
forme  par  la  reunion  de  plusieurs  elements  du  troisieme.  Pour  que 
cette  condition  soit  rcmplic,  il  suffira  que  toutes  les  valeurs  de  x, 
interposees  dans  les  deux  premiers  modes  entre  les  limites  xa,  X, 
soient  employees  dans  le  troisieme,  et  l’on  prouvera  que  Ton  altere 
Ires  peu  la  valeur  de  S en  passant  du  premier  ou  du  second  mode 
au  troisieme,  par  consequent  en  passant  du  premier  au  second. 
Done,  lorsquc  les  elements  de  la  difference  X — x0  deviennent  infini- 
ment  petits,  le  mode  de  division  n’a  plus  sur  la  valeur  de  S qu’une 
influence  insensible;  et,  si  1’on  fait  deeroitre  indefiniment  les  valeurs 
numeriques  de  ces  elements,  en  augmentant  leur  nombre,  la  valeur 
de  S tinira  par  etre  sensiblcment  constante  ou,  en  d’autres  termes, 
die  finira  par  atteindre  une  certaine  limile  qui  dependra  uniquement 
de  la  forme  do  la  fonction  f(x)  et  des  valours  extremes  xa,  X attri- 
butes a la  variable  x.  Cette  limite  est  ee  qu’on  appclle  une  integrate 
dejinie. 

Observons  maintenant  que,  si  l’on  designe  par  A x — h = dx  un 
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accroissement  fiiii  attribue  a la  variable  x,  los  differents  termes  dont 
se  compose  la  valeur  S,  tels  que  les  produits 

(x,  — x„)/(xQ),  (xt- x,)  f(xt),  ... 

seront  (ous  compris  dans  la  formule  generate 

(8)  hf(x)=J(x)du-, 


de  laquelle  on  les  deduira  Tun  apres  l’autre,  en  posant  d’abord 


puis 


x — x„  el  h x,  — x0, 
x — x,  et  k — xs — x(. 


On  pent  done  enoncer  que  la  quantite  S est  une  somme  de  produits 
semblables  a Fexpression  (8),  ce  qu’on  exprime  quelquefois  a I’aide 
de  la  caracteristique  £,  en  ecrivant 


<9>  S^2/i/(x)-2/(x)Ax. 

Quant  a 1’integrale  definie  vers  laquelle  converge  la  quantite  S,  tandis 
que  les  elements  de  la  difference  X — <r0  deviennent  infiniment  petits, 
on  est  convenu  de  la  representer  par  la  notation  fh  f(x ) ou  jf(x)  dx , 
dans  laquelle  la  leltre  f,  substitute  a la  lettre's,  indique,  non  plus 
une  somme  de  produits  semblables  a Texpression  (8),  mais  la  limile 
d’une  somme  de  cette  espece.  De  plus,  comme  la  valeur  de  1’integrale 
definie  que  Ton  considere  depend  des  valeurs  extremes  xB,  X attri- 
butes a la  variable  x,  on  est  convenu  de  placer  ces  deux  valours,  la 
premiere  au-dessous,  la  seconde  au-dessus  de  la  lettre  J',  ou  de  les 
eerire  ii  cole  de  I’integrale,  que  1’ondesigne  en  consequence  par  Tune 
des  notations 

C°)  l Ax)dx,  j,  |. 

La  premiere  de  ces  notations,  imaginec  par  M.  Fourier,  est  la  plus 
simple.  Dans  1c  cas  particular  ou  la  fonction  J{x)  est  remplacee  par 
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line  quantite  constante  a,  an  trouve,  quel  que  soit  le  mode  de  divi- 
sion de  ia  difference  X — x0, 


el  Ton  en  conclut 
00 


S = a(X  — x0), 


a dx  — a(\  — cc0). 


Si,  dans  cettc  derniere  formule,  on  pose  a ■- 1,  on  en  tirera 
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VINGT-DEUXllME  LECON. 

PORSIULKS  pour  LA  determination  drs  YALEURS  EXACTES  OU  APPROCHfiES 
DRS  INT«GHA1.ES  IlftFtXIRS, 


D'apres  ce  qui  a ete  (lit  dans  la  derniere  Legon,  si  1’on  divise  X - x, 
en  elements  infiniment  petits  xK  - x0>  x3-x„  ....  la 

somme 


(i)  S = (a-1  — x„)f{  x„)  -+-  (.r,—  )/(•*,)  4-... -H(X — J.A.r,,-,) 

convergers  vers  une  limite  representee  par  I’integrale  definie 


(■>■) 


£ 


f(x)dx . 


Des  prineipes  sur  lesquels  nous  avons  fonde  cette  proposition,  il 
resultc  qu’on  parviendrait  encore  a la  meme  limite  si  la  valeur  de  S, 
au  lieu  d’etre  determinee  par  1’equation  (i).etaitdeduile  de  formules 
seinblables  aux  equations  (5)  et  (6)  (vingt  et  unieme  Legon),  e’est- 
a-dire  si  1’on  supposait 


^S—  (X|  — iTo)l 

+-  (a-,—  -P,)/[a:,+  0,(ar,  — .. 

( -H  (X  — 6„_,(X  - 

1 designant  des  nombres  quelconques  inferieurs  a 

1’unite,  ou  bien 


(4) 


S — (x,—  x„)  [/(a;0)  ± (ars  — .T,)[/(x,)  ±e,]  + . . . 

-t-  (X—  #„-()  ± 


£“’  £)»  designant  des  nombres  assujettis  a s’evanouir  avec 

les  elements  de  la  difference  X — x0.  La  premiere  des  deux  formules 
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precedentes  se  reduit  a l’equation  (i),  lorsqu’on  prend 

9tt  — 9t~. , . = 9„_,  o. 

Si  i*on  fait,  au  eontraire, 

9<>—  9t ■ • = 9n-i = h 

on  trouvera 


(5)  S = (#, -#„)/( a-,)  4- (a?,—  x,)/(xt)  +. . . + (X  — x„_,  )/(X). 


Lorsque,  dans  cette  derniere  formute,  on  echange  entre  elles  les  deux 
quantites  x0,  X,  ainsi  quo  tous  les  termes  places  a egales  distances 
des  deux  extremes  dans  la  suite  xa,  se„  ....  xa_,,  X,  on  obtient  uno 
nouvelle  valeur  de  S egale,  maisopposee  de  signe,  a celle  que  fournil 
I’equation  (i).  La  limite  vers  laquelle  convergera  cette  nouvelle  valeur 
de  S devra  done  etre  egale,  mais  opposee  de  signe,  it  I'integrale  (2),  de 
laquelle  on  la  deduira  par  1’echange  rautuel  des  deux  quantites  x0,  X. 
On  aura  doncgeneralement 


(6) 


J f(x)dx=z—J  f{x)dx. 


On  emploie  frequemment  les  formules  (1)  et  (5)  dans  la  recJierclte 
des  valeurs  approchees  des  integrates  definies.  Pour  plus  de  simpli- 
city on  suppose  ordinairement  quo  les  quantites  x0,  a?,,  . x„_,,  X 
comprises  dans  ces  formules  sont  en  progression  arithinelique.  Alors 

les  elements  de  la  difference  X — x0  deviennent  tous  egaux  it  la  frac- 
, \ ^ 

Lon  — - — S;  et,  en  designant  cette  fraction  par  i,  on  trouve  que  les 
equations  (1)  et  (5)  se  reduisent  aux  deux  suivantes  : 

(7)  S = +-/(x0  + i)  +/(x<)-h  at)  -h. . . -f/(X  — a £)  -h/(X  — i)b 

(S)  s = 1 [/(*,+  i)  +/(*o -t-24)+...+i/,(x — a<) -f-y(x  — t)  +/(x )]. 


On  pourrait  supposer  encore  que  les  quantites  x0,  x X 

foment  une  progression  geometrique  dont  la  raison  differe  tres  pou 

I 

de  l’unite.  En  adoptant  cette  hypothese  et  faisant  = 1 -f-  a,  on 
tirera  des  formules  (1)  et  (5)  deux  nouvelles  valeurs  de  S,  dont  la 

OEuvrcs  de  C.  — S.  It,  t.  IV.  I " 
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premiere  sera 

(9)  S = a j.r„ /(.*„)  + .r0(f  4- «}/(>,,(>  4- a)]  -t-..  .+ 


II  est  essentiel  d’observcr  que,  dans  plusieurs  cas,  on  peut  deduire 
des  equations  (7)  et  (9),  non  settlement  des  valeurs  approchees  de 
I’integrale  (2),  mais  aussi  sa  valeur  exactc  on  limS.  On  trouvera,  par 
exemple. 


(10) 


0 «) 


(12) 


, = Um (2Lzj^)g+^iO  = ,im *1*  = *=*£, 

2 2 a 2 


i 

l< 

jjf  cx  dx 

\l  **dx  = 

j f — =lim««  = l— , 

! Jr  x ■* 0 


' . .•  *'(AX  — Ax»)  AS-A^o 

A^  = l,m-sr-7_  = -IT— 


— c*o, 


_ «(X'»^1  — .rg+‘)  _ X*-1  — .r^1 


(1  -t-  a)"4-1 — i 


« 4-  I 


la  derniere  equation  devant  etre  restreinte  au  cas  ou  les  quantiles  x0, 
Xsont  afFcctees  du  meme  signe.  Ajoutons  qu’il  estsouvent  facile  de 
ramcner  la  determination  d’une  integrate  definie  a cello  d’tinc  autre 
integrate  de  memo  espece.  Ainsi,  par  exemple,  on  tirera  de  la  for- 
niute  (f) 


( 1 3 ) 


f a c/.c  =lima[(j,  — .r0)<j)(a.'0)4-.  . .4- (X  — .r„.,)9(a7„.I)] 

•-*  x 

— a 1 <p(a:)dj?, 

Jr, 

I / /(.t'4-«)«Lr  = lim[(.r,  — x0)  f(x0-\-a)  +...  4-(X  -j;„.i)/(j:„.i4- 

04)  < r*  S+n 

f -I  f(x)dx, 

\ "'j *<,  + /? 
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la  derniere  equation  devant  etre  reslreinte  au  cas  oil  xa  — a et  X — a 
sont  des  quantites  affectees  du  meme  signe.  Do  plus,  on  tirera  de  la 
formula  (8),  en  posant  x0  = o et  remplaeant  f(x)  par  /(X  — x). 


(«6) 


;r)<Lr  = lim<[/(X  — i)  -4-/(  X — 21 ) -t- . . . -t-/(2 1)  +./(o)] 


rf-r; 


puis  on  on  conclura,  en  avant  egard  a 1’equation  (14), 

■**«> 

f(X—x)dxz=l  f(x +x0)dx=  I f(x)d.v. 
Jo 

Enfin,  si  dans  la  formule  (9)  on  pose 


/(•*) 


I 

Cf‘  \ .T 


et  I(i-f-a)  = (3, 


on  en  tirera 


1 

i#o  “t*  (3 


c(jc IX 


les  quantites  X devant  etre  positives  et  toutes  deux  superieures 
ou  toutes  deux  infcrieures  a l’unite. 

Une  remarque  importantc  a faire,  c’est  quc  les  formes  sous  los- 
quelles  se  presente  la  valeur  de  S,  dans  les  equations  (4)  et  (5)  de  la 
Legon  precedenle,  conviennent  egalementa  l’integrale  (2).  En  cffet, 
ccs  equations  subsistaiit  I’une  et  l’autre,  tandis  quc  I’on  subdivise  on 
la  difference  X — xof  ou  les  quantites  x,  — x0,  x,  — x,f  . . . , X — a?„_, 
en  elements  infiniment  petits,  seront  encore  vraies  a la  limite,  en 
sorte  qu’on  aura 


('9) 


dx  — (X  — x*)f[xt+  0(\ 


— a:,)] 


et 


f{x)  dx  — (a>,  •r»)/[*o+  %(xi'  .To)] 

-h  (xt—  x,)  /[x,  -h  0,(xt—  x,)]-t-  . . . 
-+■  (X  -x„.t)/[x„.,+  0„_,(X  — x„- 


(20) 
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0,  0o,  0,. ....  Q„_,  designant  des  nombres  inconnus,  mais  tous  infe- 
ricurs  a l’unite.  Si,  pour  plus  de  simplicity,  on  suppose  les  quan- 
tiles x,  — x0,  x3  — x„  ....  X — .r„_4  egales  entre  elles,  alors,  on 
faisant  i = X -~>  on  trouvera 

(2()  f f{'c)  dxz=zi[f(xa-\-  Q0i)  + i‘+  Oft)  -t-. . . +_/(  X — i + 0„-i  t )]. 

•- 

Lorsque  la  fonctiony(a;)  est  toujours  croissante  ou  toujours  decrois- 
sante  depuis  x = x0  jusqu’a  x — X,  le  second  membre  de  la  for- 
mule  (21)  restc  evidemment  compris  entre  les  deux  valeurs  de  S 
fonrnies  par  les  equations  (7)  et(8),  valeurs  dont  la  difference  est 
— 1 [/( X)  — f(x0 )] . Par  consequent,  dans  cette  hypothese,  on  prc- 
nant  la  dcmi-somme  de  ces  deux  valeurs,  ou  1’expression 

(22)  j «[j/(^o)+/(^o-l-/)H-/(a?o-t-2<)-h... 

' +/(\—  21)  +-/(X  — i)  + 1/(X)], 

pour  valour  approchec  de  1'integrale  (21),  on  commet  une  crrcur 
plus  petite  que  la  demi-differenee  ± f[;/(X)  — ±f(x0)]. 

Excmple.  — Si  I'on  suppose 

f(x)~  *0=0,  X = i,  « = {, 


1’expression  (22)  deviendra 


En  consequence,  0,78  est  la  valeur  approchee  de  l’inte 
L’errcur  commise  dans  ce  cas  ne  pourra  surpasser  j(| 


1 


dje 

I •+■  X2 


JL 


Elio 


sera  cffectivement  au-dessous  de  7^,  comme  nous  le  verrons  plus  tard. 


Lorsque  la  function  f(x)  est  tantot  croissante  et  tantot  decroissante 
entre  les  limitcs  x = x0,  x = X,  1'erreur  que  I’on  commet,  en  prenant 
une  des  valeurs  dc  S fournics  par  les  equations  (7)  et  (8)  pour  valeur 
approchec  de  I’integrale  (2),  est  evidemment  inferieure  au  produit  de 
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ni  = X — x0  par  la  plus  grande  valeur  numerique  quo  puissc  obtenir 
la  difference 

(a3)  -t-  Ao?)  —f(x)  9 Ap) 

quand  on  y suppose  x comprise  entre  les  limites  x„,  X el  due  enlre 
les  limites  o,  i.  Done,  si  1 on  appelle  k la  plus  grande  des  valours 
numeriques  que  re^oit  f(x),  tandis  que  x varie  depuis  x = xa  jus- 
qu’a  x = X,  1’erreur  cotnmise  sera  certainement  renfermee  entre  les 
limites 

ki(\  x0),  -t-  ki(\  — x0). 
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VINGT-TROISIEME  LECON. 


DECOMPOSITION  D’uNB  INTEGRALS  DSPINIR  EX  PLUSIBURB  AUTRBS.  INTfiGRALES  DSFINIKB 
IMAGIN  AIRES.  REPRESENTATION  GEOJlfiTRIQUB  DRS  INTER RALES  OEFINIE9  RfiBLLRS. 
DECOMPOSITION  DE  LA  FONCTION  SOliS  LE  S1GNE  f EN  DEUX  FACTEL'RS  DONT  l’UN 
CONSERVE  TOUJOURS  LE  m£BE  S1GNE. 


Pour  diviser  I’integrale  definie 


on  plusieurs  autres  do  meme  espece,  ii  suffit  dc  decomposer  enplu- 
sieurs  parties  ou  la  fonction  sous  le  signo  j , ou  la  difference  X — a0. 
Supposons  d’ahord 

f{*)  — ?(•*•) + x(*)  -+-  i/('r)  ■+•  ••• * 

on  on  con  cl  ura 

(*,  - a-,)  /(*•»)  + ...  + ( X — &u-i ) /( x„_, ) 

= (x,  — .r0)  <?(-r0)  +. . . -+-  (X  — t„.|)  ip( x„.t ) 

-4-  ( X i — ^o)'/(xo)  (X  X n — i ) X'n-  I ) 

-r-  ( .T  , — .r„)  lj/(.T0)  + (X  Xn-l  ) 4*(  I ) ■ • • > 


puis,  en  passant  aux  limites. 


dx 


— f <f(x)dx->-  C x(x)dx-h  f 

•/r.  J.r. 


dx  -+• . . . . 


I)e  cette  derniere  forinule,  jointe  a l’equation  (i3)  (vingt-dcuxieme 
Lccon),  on  lirera,  en  designant  par  «,  v,  w,  ...  diverses  fonctions  de 
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la  variable x,  et  par  a,  b,  c, ...  des  quaritites  constantes 


(2) 

J ( w v -+•  cv  -f- , , , ) cix 

u dx  ■+■ 

(3) 

J'  (u  + v)dx=J' udx+J' 

X 

(’dx, 

(4) 

I (au  + bv  -+-  ctv  +.  . .)  dx  = 

Lorsqu  on  etend  la  definition  que  nous avons  donnee  de  I’integrale  (i) 
au  cas  ou  la  fonctiony(a;)devient  imaginaire,  1’equalion  (4)  subsiste 

pour  des  valeurs  imaginaires  des  constantes  a>  b,  c On  a,  par 

suite, 

(5)  J («  + V\J—  ! ) dx  r-  f udx->r\J—  I f v (Lt. 


Supposons  maintenant  que,  apres  avoir  divise  la  difference  X — x0 
en  un  nombre  flni  delements  representes  par x,  — x„,  x,  — x,,  .... 
X — on  partage  chacun  de  ces  elements  en  plusicurs  autres  dont 
les  valeurs  numeriques  soient  infiniment  petites,  et  que  I’on  modifie 
en  consequence  la  valeur  de  S fournie  par  I’equation  (i)  (vingt- 
deuxieme  Le?on).  Le  produit  ( x , — xa)  f(xt)  sc  trouvera  rcmplace 
par  une  somme  de  produits  semblabies  qui  aura  pouf  limite  i’inte- 
grale ( f(x)dx.  De  meme,  les  produits  (a?,  — #,)/(#,) 

(X  — a?,,., )/(#„_,)  scront  rcmplaces  par  des  sommes  qui  auront 
pour  liinitcs  respeetives  les  integrates  definies  f f{x)clx 

X **  * 

f f(x)dx.  D’ailleurs,  en  reunissant  les  diflercntes  sommes  dont  il 

j*h~i 

s’agit,  on  obtiendra  pour  resultat  une  somme  totale  dont  la  limite  sera 
precisemeut  1’integrale.  (i).  Done,  puisque  la  limite  d’une  somme  de 
plusicurs  quantites  est  toujours  cquivalente  a la  somme  de  leurs 
li mites,  on  aura  generalement 


tftr -+-jf  f(x)dx+.. 


(6) 
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II  est  essentiel  de  se  rappele'r  que  Fon  doit  ici  altribuer  au  nombre 
entier  n une  valeur  finie.  Lorsqu’cntrc  les  limitesx0,  X on  interpose 
une  seule  valettr  de  x representee  par  1’equation  (6)  se  reduit  a 


(7) 


x 5 x 

J f(x)dx=J'  /(x)dx+J'  f(x)dx. 


II  est  facile  de  prouver  que  les  equations  (6)  et  (7)  subsisteraient 
dans  le  cas  meme  ou  quelques-unes  des  quantiles xlt  xa,  ....  xn_„  \ 
eesseraient  d’etre  comprises  entre  leslimitesa?0,  X,  etdanseclui  oules 
differences  x,  — x0,  x2  — x , , . . . , X — x„_, , £ — xa,  X — £ ne  seraien  l 
plus  des  quantiles  de  meme  signe.  Admettons,  par  cxemple,  que  les 
differences  \ — x0,  X — 5 soient  de  signes  contraires.  Aloes,  suivant 
qu’on  supposera#0 comprise  entre  \ ctX,  ou  bienXcomprise  entre  .z„ 
t*t  on  trouvera 


ou  bien 


J/iX  aXo  r%  ^ 

' f(x)  dx—  I f(x)dx+  I f(x)d. V 
5 A .ra 

B JJ  £ 

f f{x)dx—  f f(x)dx+  f f(x)dx. 


Or,  la  formule  (6)  de  la  vingt-deuxieme  Le<;on  suflit  pour  montrer 
comment  les  deux  equations  que  nous  venons  d’obtenir  s’accordent 
avec  1’equation  (7).  Cette  derniere  etant  etablic  dans  toutes  les  hypo- 
theses, on  pourra  en  deduire  directement  1’equation  (6),  quelles  que 
soient  a;,,  x3, 

On  a vu,  dans  la  Lc<*on  precedente,  combien  il  etait  aise  de  trouver, 
non  seulement  des  valeurs  approehees  de  1’intcgrale  (1),  mais  aussi 
les  limites  des  erreurs  eommises,  lorsque  la  fonction  f(x)  est  tou- 
jours  croissante  ou  toujours  decroissanle  depuis  x — xQ  jusqu’ii 
x = X.  Quand  cotte  condition  cesse  d’etre  satisfaite,  on  peut  evidem- 
ment,  a l’aide  de  la  formule  (6),  decomposer  {'integrate  (1)  en  plu- 
sicurs  autres,  pour  chacune  dcsquclles  la  memo  condition  soit  rem- 
plie. 

Concevons  si  present  que,  la  limjte  X etant  superieure  a x9,  et  la 
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function  f(x)  etant  positive  depuis  x ^ xa  jusqu’a  x ~X,  x , v 
designent  des  coordonnees  rectangulaires,  et  A la  surface  comprise 
d une  part  entre  I’axe  des  x et  la  courbe  y — f(x),  d’autre  part  entre 
les  ordonnees  /(#„),  /(X).  Cette  surface,  qui  a pour  base  la  lon- 
gueur X — £c0  eomptee  sur  I’axe  des  x,  sera  une  moyenne  entre  les 
aires  des  deux  rectangles  construits  sur  la  base  X - x0,  avec  des  hau- 
teurs respectivement  egales  a la  plus  petite  et  a la  plus  grande  des 
ordonnees  elevees  par  les  differents  points  de  cette  base.  Elle  sera 
done  equivalente  a un  rectangle  eonstruit  sur  une  ordonnec  moyenne 
representee  par  une  expression  de  la  forme  /[#„  -f-  0(X  - a;0)];  cn 
sorte  qu’on  aura 

(8)  A = (X -*.)/[**+ *(X-jy>], 


0 designant  un  nombre  inferieur  a 1’unite.  Si  1’on  divisc  la  base 
X — cn  elements  tres  petits,  x,  — x0,  x 2 — x„  ....  X — xn_x,  la 
surface  A se  trouvera  divisee  en  elements  correspondants  dont  les 
valeurs  seront  donnees  par  des  equations  semblables  a la  formule  (8). 
On  aura  done  encore 

I -t-  ( x — x„_, ) /[  xn-t +ea_l(\  — xn_x )], 


0o*  On  •••»  0„_,  designant  des  nombres  inferieurs  a l’unile.  Si  dans 
cette  derniere  equation  on  fait  decroitre  indefiniment  les  valeurs 
numeriques  des  elements  de  X — x0,  on  en.tirera,  en  passant  aux 
li  mites. 


(*o) 


Exemples.  — Appliquer  la  formule  (io)  aux  coyrbes  y~ax~, 
xy  — i,  y ~ex 

En  terminant  cette  Legon,  nous  allons  faire  connaitre  une  pro- 
priete  remarquable  ues  integrales  definies  reellcs.  Si  1’on  suppose 
f{x)  — 9(x)yXx)'  ?(a0  ety(a?)  etant  deux  fonctions  nouvelles  qui 
restent  I’unc  et  1’autre  continues  entre  les  limites  x — xQ,  x — X,  et 

OEuvrcs  de  C.  — S.  II,  t.  IV.  , ,8 
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dont  la  seconde  conserve  toujours  le  mfcme  signe  entre  ces  limites,  la 
vaieui*  do  S donnee  par  1’equation  (i)  de  la  vingt-deuxieme  Lecon 
deviendra 


(i«) 


S — (x,—  #<>)  <?(&*) 

-+-  (0Ci~  ^i)<p(^i)3c(a;i)  +•  . H-(X  — x„.{)  5C(^rt_, ), 


et  sera  equivalente  a la  somme 


( x,  - x0)  x(x„)  4-  («,—  x, ) x (*, ) + ...+  ( X - ) x(*n-t ) 


multipliee  par  une  raoyenne  entre  Jes  coefficients  <f  (x0),  , 

o ou,  ce  qui  revient  au  merae,  par  unc  quantite  de  la  forme 

£ designant  une  valeur  de  x comprise  entre  et  X.  On  aura 

done 

(12)  S = [(«,~ «,)x(cr0)  + (#i— tf,)£(irl)-K..-HX— («•«-!)] 9 
et  1’on  en  conclura,  en  cherchant  la  limite  de  S, 

x)dx=f  <p(x)‘X'(x)dx  = <p 


£ designant  toujours  une  valeur  de  x comprise  entre  x0  et  X. 
Excmples.  — Si  l’on  prend  suecessivement 

on  obtiendra  les  formules 


(-4) 

(15) 

(16) 


J'  f(x)dx  dx  = (X  — xv)f(Z), 


f'/(x)dx  = ifa)fX^=ZM) 

jf  /(*)<£*  = ($-  «)/($-  a)J^  = (£  — a)I ^5^ , 
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dont  la  premiere  coincide  avec  [’equation  (19)  de  la  vingt-deuxieme 
Le?on.  Ajoutons  que  le  rapport^  dans  la  seconde  formule,  et  le  rap- 

X d 

Port  x0—a  c*ans  tro>s*eme,  doivent  etre  censes  positifs. 


O' 
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YINGT-QUATRIEME  LECON. 

DES  INTfiGRALES  DEFINES  DONT  LBS  VALEURS  80NT  1NPIKIES  OU  INDfiTERUlNiBS. 
VALEURS  PRINCIPALE8  DES  INTEGRALKS  INDETERMIN6R8. 


Dans  les  Lemons  precedentes,  nous  avons  demontre  plusieurs  pro- 
prietes  remarquables  de  1’integrale  deflnie 


(') 


mais  en  supposant  : i°  que  les  limites  x0,  X etaicnt  des  quantiles 
finies,  20  que  la  fonction  f(x)  demeurait  finie  et  continue  entre  ces 
memes  limites.  Lorsque  ces  deux  especes  de  conditions  se  trouvent 

remplics,  alors,  en  designant  para:,,  a™, de  nouvclles 

valeurs  de  x interposees  entre  les  valeurs  extremes  x0,  X,  on  a 


(2)  f /(x)dx=f  f(x)dx+f  f(x)dx  +■...+  f f(x)dx. 
X'«  - 


Quand  les  valeurs  interposees  se  reduisent  a deux,  I'une  Ires  peu 
diflerentc  dea:0,  et  representee  parlj0, 1’autre  trespcu  diflerentc  deX, 
ct  representee  par#£,  1’equalion  (2)  devient 


djc  =f’f{x)dx  + //(X) 


ct  peut  s’ecrire  corame  il  suit  : 

f(x)dx  _ (£„  — x0)  f[x0+  0o(co—  x0)]-h  I /(x)  dx  -t-  (X  — £)/[£  + 0(X  — £)], 
0„,  0 designant  deux  nombres  inferieurs  a 1’unite.  Si,  dans  la  dcrniere 
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formule,  on  fait  converger  £0  vers  la  iimite  a?0,  et  $ vors  la  limite  X,  on 
en  tirera,  en  passant  aux  limites, 

(3)  f f(x)dx  = \im  I f{x)dx . 

A. 

Lorsque  les  valeurs  extremes  xt,  X deviennent  infinies,  ou  lorsque 
la-fonction  f(x)  ne  reste  pas  finie  et  continue  depuis  x = ict  jus- 
qu’a  a?  = X,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  la  quantite  designee  par  S 
dans  les  Lemons  precedentes  ait  une  limite  fixe,  et  par  suite  on  ne  voit 
plus  quel  sens  on  doit  attacher  a la  notation  (i)qui  servaita  repre- 
senter generalement  la  limite  de  S.  Pour  lever  toutc  incertitude  et 
rendre  a la  notation  (i),  danstous  les  cas,  une  signification  ciairc  et 
precise,  il  suflit  d’etendre  par  analogic  les  equations  (2)  et  (3)  aux 
cas  meme  ou  dies  ne  peuvent  plus  etre  rigoureusement  demontrees. 
C est  ce  que  nops  allons  faire  voir  en  quelques  exemples. 
Considerons,  en  premier  lieu,  l’integrale 


J e*dx. 

Si  l on  design e par  £0  et  £ deux  quantites  variables,  dont  la  premifere 
converge  vers  la  limite  - so,  et  la  seconde  vers  la  limite  oo,  on  tirera 
de  la  formule  (3) 

f e*dx  = \imf  e*dx  = lim(e*  — e?.)  — em—  «r»  = oo 
•‘/5. 


Ainsi,  1 integrate  (4)  a une  valeur  infinie  positive. 
Considerons  en  second  lieu  {’integrate 


(5) 


prise  entre  deux  limites  dont  1’une  est  infinie,  landis  que  l’autre  rend 
infinie  la  fonction  sous  Je  signe  f , savoirl-  En  designant  par  £0  et  ? 
deux  quantites  positives,  dont  la  premiere  converge  vers  la  limite 
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zero,  et  la  seconde  vers  la  Iimite  «»,  on  tirera  de  la  formule  (3) 


= liml 


4 

4o 


Ainsi  I’integrale  (5)  a encore  une  valeur  infinie  positive. 

11  est  essentiel  d’observer  que,  si  la  variable  x et  la  fonction  f(x) 
restent  finies  1’une  et  1’autre  pour  une  des  limites  de  l’integrale  (i), 
on  pourra  reduire  la  formule  (3)  a Pune  des  deux  suivantes  : 

(6)  f f(x)  dx  = lim  f f(x)dx , f f{x)dx  = \\mC  f(x)dx. 

*-r‘  \ 

On  tirera  en  particulier  de  ces  dernieres 


(7) 


ex  dx  — e*  — < 


r'dx 

X * 


li  = c 


Considerons  maintenant  I’integrale 


(8) 


dans  laquclle  la  fonction  sous  le  signe  J',  savoir  devient  infinie 

pour  la  valeur  particulibre  x = o comprise  enfre  les  limites  x — i , 
x = 4- 1.  On  tirera  de  la  formule  (2) 


(9) 


— _ QO  QO. 


La  valeur  de  Pintegrale  (8)  parait  done  indeterminee.  Pour  s’assurer 
qu  ellc  1 est  effecti vemen t,  il  suffit  d’observer  que,  si  Pon  designe 
par  e un  nombre  infmiment  petit,  et  par  p.,  v deux  constantes  posi- 
tives, mais  arbitraires,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (6), 


dx 

X 


(10) 


CALCUL  INTEGRAL. 
Par  suite,  la  formula  (9)  deviendra 
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et  fourmra  pour  l’integrale  (8)  Une  valeur  completement  indeter- 
minee,  puisque- cette  valeur  sera  le  logarithme  neperien  de  la  eon- 
stante  arbitraire 

V 

Concevons  fa  present  que  la  function  /(*>  devienne  infinie  entre 
es  limites  x = x0.  x = X,  pour  les  valeurs  particulieres  de  x repre- 
sentees par  x, , x2,  ....  Xm.  Si  l’on  designe  par  t un  nombre  inlini- 
ment petit,  et  par  (*„  v„  va p.m,  vm  des  constantes  positives, 

mais  arbitrages;  on  tirera  des  formules  (2)  et  (3) 

\f  /(x)dx=zf  f{x)dx+C  f(x)cix  + ..,+ f f(x)dx 
* */a,i  J- 

Jin 

I ..  r rx,~‘ >*■  -x 

-limU  A*)di+...+  f /{x)dx\ 


Si  les  limites  X se  trouvaient  elles-memes  remplacees  par  - x 
et  -+-  «o,  on  aurait 


f(x)dx~  lim  f ' **'f(x)dx+fr' 

*-  5M- 


dx  -t~. , 


P-,  V designant  deux  nouvelles  constantes  positives,  mais  arbitrages. 
Ajoutons  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  on  devra 
retabhr  X a la  place  de  ~ ou  x0  a la  place  de  - si  des  deux  quan- 
tiles x0,  X une  seule  devient  infinie.  Dans  tous  les  cas,  les  valeurs 
des  integrates 

jf  f(x)dx,  J /(  oc)dx , 


deduites  des  equations  (12)  et  (i3),  pourront  etre,  suivant  la  nature 
de  la  fonction/(a?),  ou  des  quantites  infinies,  ou  des  quantites  finies 
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el  determinees,  ou  des  quantiles  indeterminees  qui  dependront  des 
valeurs  attributes  aux  constantes  arbitrages  p,  v,  p,,  v,, ... , vm. 
Si,  dans  les  formules(i2)  et  (i3),  on  reduit  a 1’unite  les  constants 


arbitraires  p,  v,  p,, 

v, pm,  vm,  on  trouvera 

r /*T,_e 

r x 1 

1 f(x)  dx  — lim  i 

j f(x)  dx  ■+-  1 

f f(x)  dx  H-‘.  . 

• ”f~  / f(&)  dx  I 

L dj'i  J. 

4-,  + e 

. »'\rJn4-£  J 

aJ**- e 

,i  1 

I f(x)dx—  lim 

/ /(x)dx-hl 

..-HI  f{x)dx  j 

t)  | ■ 

Toutes  les  fois  que  les  integrates  (i4)  deviennent  indeterminees,  les 
equations  (/5)  ct  (i6)  ne  fournissent  pour  chacun'e  d’elles  qu’une 
valcur  particuliere  a laquclle  nous  donnerons  le  nom  de  valeur prin- 
cipal. Si  1’on  prend  pour  exemple  l’integrale  (8)  dont  la  valeur  gene- 
rale  est  indeterminee,  on  reconnaitra  quo  sa  valeur  principalc  sc 
reduit  a zero. 
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VEWT-CINQUlfcME  LECON. 

INTteHAlBS  D6FIN1B8  SINGUlliiRES. 


Concevons  qu’une  integrate  relative  a a:,  et  dans  laquelle  ia  fonc- 
tion  sous  le  sign e / est  designee  par/Or),  soil  prise  entre  deux 
limites  mfimment  rapprochees  d’une  certaine  valeur  particuliere  « 
attrifauee  a la  valeur  a.  Si  cette  valeur  a est  une  quantite  finie,  et  si 
la  fonction  f{x)  reste  finie  et  continue  dans  le  voisinage  de  # = «, 
alors,  en  vertu  de  la  formule  (19)  (vingt-deuxieme  Legon),  1’integrale 
proposee  sera  sensiblement  nulle ; mais  elle  pourra  obtenir  une  valeur 
finie  differente  de  zero,  ou  meme  une  valeur  infmie,  si  Ton  a 

a = ±»  ou  bien  f(a)—± 00. 

Dans  ce  dernier  cas,  1’integrale  en  question  deviendra  ce  que  nous 
appellerons  une  integrate  definie  singuliere.  11  sera  ordinairement 
facile  d’en  calculer  la  valeur  a l’aide  des  formules  (i5)  et  (16)  de 
la  vingt-troisieme  Legon,  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Soient  e un  nombre  infiniment  petit  et  p,  v deux  constantes  posi- 
tives, mais  arbitraires.  Si  a est  une  quantite  finie,  mais  prise  parmi 
les  racines  de  l’equation  f(x)  = ± 00,  et  si  f designe  la  limite  vers 
laquelle  converge  le  produit  (*  - a)/(x),  tandis  que  son  premier 
facteur  converge  vers  zero,  les  valeurs  des  integrates  singulieres 

S‘a~*V- 

I A*)dx,  / f(x)dx 

"'n  + sv 

QEuuret  de  C.  — S.  II,  t.  IV. 

' ■ rv 
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seront  a tres  peu  pres  [en  vertu  de  la  formule  (16),  vingt-troi- 
sieme  Legon] 


(0 

/•«-«!» 

/ f{x)dx  — ftp, 

•■'a  — $ 

(a) 

/ f(x.)dx=  fl-. 

•'ll  -b  £V  V 

Si  Ton  suppose  au  eontraire  a = en  appelant  f la  limite  vers 
iaqueile  converge  le  produit  x f(x ).  tandis  que  la  variable  x con- 
verge vers  la  limite  ± x,  on  aura  sensiblement  [vingt-troisieme  Le?on, 
equation  (i5)] 

_ I 

(3)  y f{x)dx=z{\[tt 

(4)  f f(x)  dx  = f 1-. 

*A  v 

t 


II  est  essentiel  d’observer  que  la  limite  du  produit  (x  — a)f(x)  ou 
xf{&)  depend  quelquefois  du  signe  de  son  premier  facteur.  Ainsi, 
par  exemple,  le  produit  x(xi^-x*)~1  converge  vers  la  limite  -+- 1 ou 
— i,  suivant  que  son  premier  facteur,  en  s’approchant  de  zero,  reste 
positif  ou  negatif.  II  suit  de  ccttc  remarque  que  la  quantite  designee 
par  f change  quelquefois  de  valeur  dans  le  passage  de  Fequation  (i) 
a 1’equation  (2),  ou  de  Fequation  (3)  a Fequation  (4). 

La  consideration  des  integrates  definies  singulieres  fournit  le  moyen 
de  calculcr  la  valeur  generate  d’une  integrate  indeterminee,  lorsqu’on 
connait  sa  valour  principale.  En  effet,  soit 


(5) 


i: 


f(x)dx 


Fintegrale  dont  il  s’agit,  etconcevons  que,  en  admettant  les  notations 
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de  la  Le?on  precedents,  on  fasse 

(6)  E=/  f(x)dx+-l  f(x)dx+...+  I f(x)dx , 

(7)  F=f  f{x)dx+C  /( x)dx+...+  f f(x)dx. 

*'«r,+e  %'xm+€ 

Soient,  en  outre,  A = limE  la  valeur  generate  et  B = limF  la  valeur 
principale  de  I’integralc  (5).  La  difference  A — B = lim(E  — F)  sera 
equivalente  k la  somme  des  integrales  singulieres 


(8) 


I /.J-.-eH, 


f A*)dx, 

Jx\  - e 

/( x ) dx, 

jH-ev, 

-,Xf— IfA, 

I f(x)dx, 

i M 

/***«+* 

I f(x)dx, 

-T_  4.  RV 


c est-a-dire  a la  limite  dont  s'approche  la  somme  des  integrales  (8), 
tandis  que  e decroit  indefiniment.  De  plus,  si  1’on  designe  par  f,, 
fj>  •••»!»,  les  limites  vers  lesquelles  convergent  les  produits 

(x-x^fix),  ( X-Xt)/(X ),  ....  (x-xm)/(x), 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  zero,  et  si  ces 
limites  sont  independantes  des  signes  de  ces  premiers  facteurs,  on 
trouvera  que  la  somme  des  integrales  (8)  se  reduit  sensibiement  a 


(9) 


f|l|r  + fjl—  +• 


Pi 


rMi 


f^m 


Lorsqu  on  a a?,  — x0  ou  xm  — X,  la  difference  A — B comprend  une 
integrate  singuliere  de  raoins,  savoir  la  premiere  ou  la  derniere  des 
integrales  (8). 
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Lorsqu’on  suppose  x0—  - «,  X ==  +•  <e,  les  equations  (6)  et  (7) 
doivent  etre  remplaeees  par  celles  qui  suivent : 


epi 

f(x)dx  -t-  / f(x)da ? + ...+  / f(x)dx, 

V'xm+evm 

■ - I 

/**~e  />*»-*  r>i 

/(;r)d?.r-f-  f f(x)dx+- / f(x)dx. 

1 


Dans  la  meme  hypothesc,  il  faut  aux  integrales  (8)  ajouter  les  deux 
suivantes 


(13) 


f(x)dx,  f(x)  dx, 


«(* 


dont  la  somme  sera  sensiblement  equivalente  a l'expression 

(.3) 


flfi. 


si  le  produit  xf(x)  converge  vers  la  limitc  f,  tandis  que  la  variable  at 
converge  vers  Tune  des  deux  limites  — 00,  •+■<».  Si  une  seule  des 
deux  quantites  x0,  X devenait  infinie,  il  ne  faudrait  conserver  dans 
la  difference  A — B qu’une  seule  des  integrales  (12). 

Lorsque  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e,  et  pour  des  valeurs 
finies  ou  infiniment  petites  des  coefficients  arbitraires  p,,  v,  p, , v, , . . . , 
l**»  vm,  les  integrales  singulieres  (8)  et  (12),  ou  du  moins  quclques- 
unes  d’entre  elles,  obtiennent  ou  des  valeurs  infinies,  ou  des  valeurs 
finies,  mais  differentes  de  zero,  les  integrales 

f /(•*)  dx, 

sont  evidemment  infinics  ou  indeterminees.  C’est  ce  qui  arrive  toutes 
let,  fois  que  les  quantites  f,,  f3,  fm  ne  sont  pas  simuitanement 
nulles.  Mais  la  reciproque  n’est  pas  vraie,  et  il  pourrait  arriver  que, 
ces  quantites  etant  nulles  toutes  a la  fois,  les  integrales  (8)  et(ra), 


j'  f(x)dx 


CALCUL  INTEGRAL.  149 

ou  du  moins  quelques-unes  d’entre  elles,  obtinssent  des  valeurs  fmies 
differentes  de  zero  pour  des  valeurs  infmiment  petites  des  coeffi- 
cients (A,  v,  p,,,  v,,  ....  p,m,  vm.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend 

/(a;)  =^~,  le  produit  x /( x)  s’evanouira  pour  x — o,  et  cependant 
l’int6grale  singuli&re 


cessera  de  s’evanouir  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  v. 

Lorsque  les  integrales  singuliferes  comprises  dans  la  difference  A—  B 
s’evanouissent  toutcs  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e,  quelles 
que  soient  d’ailleurs  les  valeurs  fmies  ou  infiniment  petites  attributes 
aux  coefficients  p,,  v,  p.,,  v,,  ....  p.m,  vm,  on  est  assure  que  la  valeur 
generale  de  1’integrale  (5)  se  rcduit  a une  quantite  finie  et  deter- 
minee. Soil  en-  effet,  dans  cette  hypothese,  8 un  nombre  tres  petit, 
et  supposons  e choisi  de  maniere  que,  pour  des  valeurs  de  p,  v,  p,, 
v,, . . . , pm,  vm  inferieures  a (’unite,  chacune  des  integrales  (8)  et  (12) 

ait  une  valeur  numerique  inferieure  a 8.  La  valeur  approchec 

de  B,  representee  par  F,  sera  une  quantite  finie  qui  ne  contiendra 
plus  rien  d’arbitraire;  et,  si  Ton  attribue  aux  coefficients  p,  v,  pt, 
v,  ....  pm,  vm  des  valeurs  infiniment  petites,  E s’approchera  indefi- 
niment  de  A,  en  demeurant  compris  entre  les  limites  F — 8,  F-t-S. 
A sera  done  compris  entre  les  memes  limites,  et  par  consequent  on 
pourra  trouver  une  quantite  finie  F qui  differe  de  A d’une  quantite 
moindre  qu’un  nombre  donne  8.  On  doit  en  conclure  que  la  valeur 
generale  A de  l’integrafe  (5)  sera,  dans  l’hypothfese  admise,  une 
quantite  finie  et  determinee. 

Des  principes  que  nous  venons  d’etablir  on  deduit  iramediatement 
la  proposition  suivante : 

Theor£me.  — Pour  que  la  valeur  generale  de  1' integrate  (1)  soil  finie 
et  determinee,  il  est  necessaire  el  il  sujfil  que  celles  des  integrales  singu- 
lieres  (8)  et  (12)  qui  se  trouvent  comprises  dans  la  difference  A — B se 
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reduisenl  a zdro,  pour  des  valeurs  infinime.nl  petiles  de  e,  quelles  que 
soient  d’ailleurs  les  valeurs  finies  ou  infiniment  petiles  allrib  uses  aux 
coefficients  p,,  v,  p.„  v)t  ....  p.m,  v,„. 

Exemple.  - Soil  une  fonction  rationnelle.  Pour  que  Pinte- 

graI®  £.  fB)dx  conserve  une  valour  lime  et  determinee,  il  sera 

necessaire  et  il  suffira  : i°  que  l'equation  F(®>  = o n’ait  pas  de 
racines  reelles;  20  que  le  degre  du  denominateur  F(a?)  surpasse, 
au  moins  de  deux  unites,  le  degre  du  numerateur  f(a?). 
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VINGT-SIXlilME  LECON. 

INTfiGHALES  INDfiPINIES. 


Si,  dans  l’integrale  definio  j f(x ) dx,  on  fait  varier  I’une  des  deux 

limites,  par  exemple  la  quantite  X,  I’integrale  variera  elie-meme  avec 
cette  quantite;  et,  si  l’on  remplace  la  limtte  X devenue  variable  para?, 
on  obtiendra  pour  r6sultat  une  nouvelle  fonction  de  x,  qui  sera  ce 
qu’on  appelle  une  integrate  prise  a partir  de  1 ’origine x = x0.  Soit 

(1)  S(x)  = 

cette  fonction  nouvelle.  On  tirera  de  la  formule  (19)  (vingt-deuxifcme 
Legon) 

(2)  = — a:,)],  if(a?o)  = of 

0 etant  un  nombre  inferieur  a I’unite,  et  de  la  formule  (7)  (vingt- 
troisi&me  Legon) 


J /•■*■+«  pX  pX  + tt 

/(x)dx-~f  f{x)  dx  — I f(x)dx  = <xf(x-h(rx) 


ou 


(3)  ${x  -1-  «)  — 5(x)  = xf(x  + 0a). 

II  suit  des  equations  (2)  et  (3)  que,  si  la  fonction  f(x)  est  finie  et 
continue  dans  le  voisinage  d’une  valeur  particuliere  attribute  a la 
variable  x , la  nouvelle  fonction  $(x)  sera  non  seulement  finie,  mais 
encore  continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  puisqu’k  un  accrois- 
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sement  infiniment  petit  de  x correspondra  un  accroissement  infini- 
ment  petit  de  #(a?).  Done,  si  la  fonction  fix)  reste  fmie  et  continue 
depuisa?  = a?#  jusqu’b  ® = X,  il  en  sera  de  memede  la  fonction  ${x). 
Ajoutons  que,  si  I’on  divise  par  a les  deux  membres  de  la  formule  (3), 
on  on  conclura,  en  passant  aux  limites, 

(4)  0’(x)=f(x). 

Done  I’integrale  (i),  consideree  comme  fonction  de  a?,  a pour  derivee 
la  fonction /(a?)  renfermee  sous  le  signe  J'  dans  cette  integrate.  On 
prouverait  de  la  meme  manure  que  I’integrale 

f f(x)dxs=—J  /(a?)  dx, 

consideree  comme  fonction  de  x,  a pour  derivee  ~f(x).  On  aura 
done 

(5)  f(x)dx=f(x)  et  — j'  f(x)dx  = -f(x). 

Si  aux  diverscs  formules  qui  precedent  on  reunit  1’equation  (6)  de 
la  septieme  ie^on,  il  deviendra  facile  de  resoudre  les  questions  sui- 
vantes. 

PuoblSme  I.  - On  demande  une fonction  us(x)  dont  la  derivee  vs'(x) 
soil  consianunenl  nulle.  En  d autres  lermes,  on  propose  de  resoudre 
Vequation 

(6)  gj'(#)  = o. 

Solution.  — Si  1 on  veut  que  la  fonction  u(x)  reste  finie  et  con- 
tinue depuis  a;  = - qo  jusqu’a  x = + »,  alors,  en  designant  par  a:0 
une  valeur  particuliere  de  la  variable  x,  on  tirera  de  la  formule  (6) 
(septifeme  Lecon) 

^(x)  — vs(x„)  = (as  — #„)  ©'[#„+.  0(x  — jc0)J  = o 
et,  par  suite, 

(7) 


® x = ro(x0), 
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ou,  si  I’on  designe  par  o la  quantite  constante  gj(<e0), 

(8)  ta(x)=C. 

Done  alors  la  fonction  n(x)  devra  se  reduire  a une  constante  et  con- 
server  la  meme  valeur  c,  depuis  x = — » jusqu’a  x — oo.  On  peut 
ajouter  que  cette  unique  valeur  sera  entierement  arbitraire,  puisque 
la  formule  (8)  verifiera  l’equation  (6),  quel  que  soitc. 

Si  Ton  permet  a la  fonction  u(x')  d’offrir  des  solutions  de  conti- 
nuity correspondantes  a diverses  valeurs  de  x,  et  si  Ton  suppose  que 
ces  valeurs  de  x,  rangees  dans  leur  ordre  de  grandeur,  soient  repre- 
sentees par  a?,,  xt,  ...»  xm,  alors  l’equation  (7)  devra  subsister  seu- 
lement  depuis  x — ~&s  jusqu’a  x — x,,  ou  depuis  x — x,  jusqu’a 
x = x2,  ....  ou  enfin  depuis  x = xm  jusqu’a  x = -1-  00,  selon  que  la 
valeur  particuliere  de  x representee  par  xa  sera  comprise  entre  les 

limites  — 00  et  x„  ou  bien  entre  les  limites  x,  et  x„ ou  enfin 

entre  les  limites  xm  et  ao.  Par  consequent,  il  ne  sera  plus  necessaire 
quo  la  fonction  a(x)  conserve  la  meme  valeur  depuis  x — — ao  jus- 
qu’a x — 4-  ao,  mais  seulement  qu’elle  demeure  constante  entre  deux 
termes  consecutifs  de  la  suite 


~<x>,  X„  X%,  x„„  -4- CO. 

C’est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  I’on  prend 

g(T)  — £»±gg  + g_-c«  _?~gi  +c«~ci  *-*«_  ^ 

3 3 \l(x  — xx  y 3 \j(x—x2y 

I cm  ^//t 

3 \f(x-xmf 

ca>  c, , c2,  ....  cm  designant  des  quantites  constantes,  mais  arbitraires. 
En  effet,  dans  ce  cas,  la  fonction  v(x)  sera  constamment  egale  il  ca 
entre  les  limites  x = — oo,  x — x, ; a c,  entre  les  limites  x — x,, 
x = x2,  ...;  enfin  acfl(entre  les  limites  x = xm,  x — 00. 

Si  I’on  veut  que  ts(x)  se  reduisc  a c0  pour  des  valeurs  negatives, 

ORuvren  de  C.  — S.  II,  t.  IV. 
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et  a c,  pour  ties  valours  positives  de  x,  il  sufBra  de  prendre 

(10)  nr(tf)  = *L±£i  + £i 

2 2 s/a* 

Probl&mf,  II.  — Trouver  la  valeur  generate  de  y propre  a verifier 
(’equation 

(n)  dy  —f{x)dx. 

Solution.  — Si  Ion  designe  par  F(a?)  une  valeur  particuliere  de 
I inconnuej,  et  par  l*(a;)  -hu(x)  sa  valeur  generate,  on  tirera  do 
la  formule  (x  i),  a laquelle  ces  deux  valeurs  devront  satisfaire. 


et,  par  suite, 


F'(*)  =/(*).  F'(x)-x-ro'(a.*)=:/(a-) 


gj'(a-)  :=  O. 


D’ailleurs,  il  resulte  de  la  premiere  des  equations  (5)  qu’on  satisfait 

a la  formule  (u)  en  prenantj  = jf  /(a?)  dx.  Done  la  valeur  generale 
dej'sera 

(,2)  y~f  Ax)dx+-  ro(^F), 


a(x)  designant  une  fonction  propre  a verifier  i’equation  (6).  Cette 
valeur  generale  de  y,  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  I’inte- 
grale  (i)  etqui  conserve  la  memo  forme,  quelle  que  soil  I’origine  *0 
de  cette  integrafe,  est  representee  dans  le  calcul  par  la  simple  nota- 
tion f/(x) dx,  ct  reCoit  le  nom  A’ integrate  indefinie.  Cela  pose,  la  for- 
mule (it)  entrainc  toujours  la  suivanle 


(,3)  y=ffi*)d*, 

et  reciproquement,  en  sorte  qu’on  a identiquement 
(,/i)  df/(x)dx=/{x)dx. 

Si  la  fonction  F(a?)  diflerede  1’integrale  (r),  la  valeur  generate  de  v, 
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ou  Jf(x)dx,  pourra  toujoursetre  presentee  sous  la  forme 

(15)  f f(x)dx  = F(x)-t-m(x), 

et  devra  se  reduire  a l’integrale  (i),  pour  une  valeur  particuliere 
de  zs(x)  qui  verifiera  en  meme  temps  1’equation  (6)  et  la  suivante  : 

(16)  f(x)dx  = F(x)  + sr(;r). 

Si,  de  plus,  les  fonctions  f(x)  ct  F(a?)  sont  I’une  ct  I’autre  continues 
entrc  les  limites  x = xa,  x = X,  la  fonction  5{x)  sera  clle-meme  con- 
tinue, et  par  suite  nr (x)  —$(x)  — F(a?)  conservera  constamment  la 
meme* valeur  entre  ces  limites,  entre  lesquelles  on  aura 

ra(*)  = ra(4-0), 

i(x)  - F(X)=,1( X„)  - F(a?<>)  =—  F(x0),  5(x)  = F(* ) -F(.r0), 

(•7)  J /(x)dx=F(x)  — F(xv). 

•**0 

Enfin,  si  dans  I’equation  (iy)  on  pose  x — X,  on  trouvera 
('»)  f f(x)dx=  F(X)-F(*0). 

“'j. 

II  resulte  des  equations  (i5),  (ij)  et  (18)  que,  etant  donnee  une 
valeur  particulifere  F(a;)  de  y,  propre  a verifier  la  formule  (u),  on 
peut  cn  deduirc  : i°  la  valeur  de  I’integrale  indefmie  f/(x)dx; 

Xx  \ 

f(x)dx,  / f(x)dx,  dans 

— o 1 A'q 

le  cas  oil  les  fonctions  f(x),  ¥(x)  restent  continues  entre  les  limites 
de  ces  deux  integrates. 

Exemple.  — Comme  on  verilie  {’equation  dy  = ~~i  en  prenant 

v=arctanga?,  et  que  les  deux  fonctions  arctang#  restent 

tmies  et  continues  entre  les  limites  x = — 00,  x = oo,  on  lirera  des 
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formules  (i5),  (17)  et  (18) 


r dx 

J 7TP  = arc  tang*  + ® (*  )• 


fV_dx__ 

1 1 -f-  a?* 


arc  lang#. 


4.^  = 4 =°>785.... 


Nola.  - Lorsque  dans  1’equation  (17)  on  vcut  etendre  la  valeur 
de  x an  dela  d’une  limite  qui  rend  la  fonction  f(x)  discontinue,  i'l 
faut  ordinairement  ajouter  au  second  membre  une  ou  plusieurs  inte- 
grales  singufi&res. 

Exempte.  - Comme  on  satisfait  a 1’equation  dy  = £ en  prenant 

y ~ s lxa,  si  I on  designe  par  t un  nombrc  infiniment  petit,  et  par  p,  v 
deux  coefficients  positifs,  on  trouvera,  pour  a?  o, 


/: 


dx 


ill  — J.lj.5 

, «»-  ,11  — J lx  , 


et,  poura?>o, 


A|l  + 1 


If. 

V 


